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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

po Novém roce nastava Cas i na ctvrtou sérii FYKOSu. V ni se dozvite, pro¢ méte vystoupit
z vlaku vcas, pomuzete malému Jagrovi prijit na to, jestli se nepropadne ledem v rybnice,
Ci zjistite, jak moc efektivné svitite. Experiment se bude tykat torzniho kyvadla a v serialu
se tentokrat doctete o dvou veli¢inach, a to latkovém mnozstvi a teploté. Tato série je také
prvni sérii, podle které budeme zvat na podzimni soustfedéni, muzete si tedy zajistit misto co
nejdiive.

V nejblizsi dobé nas ¢eka nejvétsi prezencéni akce FYKOSu, kterou je Fyziklani 2024. V
leto$nim roce se bude konat 16. inora v PVA Letnany a i tentokrat to bude velké. Momentalné
mame prihldsenych jiz témér 150 tymu z 16 zemi svéta. Kromé samotné soutéze pro Vis mame
nachystany i bohaty doprovodny program, ktery obsahuje prednasky, diskusni panel s védci,
ale také slavnostni raut ¢i party. Mista se rychle plni, s registraci proto nezahalejte!

Organizdtori

Zadani IV. série

Termin odeslani: 27. 02. 2024 23.59
Uloha IV.1 ... let pfes Mésic 3 body

Ptak Fykosdk jednoho dne pozoroval oblohu, na které byl Mésic v upliku. Pfes néj zrovna
prolétlo za cas 0,35s letadlo, pricemz kolméa vzdalenost drahy jeho letu byla od stfedu Mé-
sice 1/3 poloméru tplitku. Toto letadlo obvykle leti rychlosti 800 km-h™'. Fykosika zajimalo,
v jaké vysce se letadlo nachdzi, aby mohl pristé letét s nim. Stejné jako on urcete tuto vysku.

Uloha IV.2 ... vystoupili v Hnévicich 3 body

Tomés nastoupil do vlakového vagénu ve tvaru kvadru a tekl si, Ze si zdfimne. Kdyz se vzbudil,
zjistil, ze je ve vagénu sdm a ze je cely vagén zavéseny v geometrickém stfedu na ndkladnim
jerdbu a toci se okolo osy zavésu thlovou rychlosti w. Tomés si toho nejprve nevsiml, protoze
sedél praveé ve stfedu vagonu se sitkou d. Kdyz si to uvédomil, tak se zaradoval, protoze ho
napadlo, Ze vyuzije jeden ze svych kilogramovych etalonu, které nosi pro podobné prilezitosti
vzdy s sebou, na zméreni délky vagonu. Po par pokusech se mu podarilo hodit etalon pocatecni
rychlosti v tak, ze po dvou otackach vagdnu etalon dopadl do jeho krajniho rohu a rozbil okno.
Jakou zjistil délku vagénu L, pokud zanedbal odpor vzduchu?
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Uloha IV.3 ... krok sem, krok tam 6 bodu

Uvazujme homogenni magnetické pole o indukci B;. To se rozpro- ®
stird v poloprostoru, ktery je ohranicen rovinou rozhrani y = 0,
za kterou je stejné orientované, taktéz homogenni magnetické
pole o indukci Bs. Z roviny rozhrani, kolmo k nému a k silo- ® v

¢ardm poli, vyleti elektron rychlosti v (jako na obrazku). Urcete =
velikost 1 smér jeho prumérné rychlosti rovnobézné s rovinou roz- y=0 e

hrani. ® ® ® ®
Bonus: Uvazujte nyni, ze se velikost pole méni linedrné ja- B,

ko B = Bo(1+ ay) a jeho smér je v kladném sméru osy z. @ ® ® ®
I v tomto ptipadé urcete velikost i smér primérné rychlosti elek-

tronu rovnobézné s rovinou rozhrani. Elektron na zacatku vypoustime stejné jako v predchozim
pripadé.

Uloha IV.4 ... dokonaly piechod? 7 bodt

Z materidlu s indexem lomu n; dopadé polarizovany paprsek na rovinné rozhrani s materidlem
o indexu lomu n2 tak, Ze po priuchodu neztrati na intenzité. Poté dopadne na rovnobézné
rozhrani s indexem lomu ng, pficemz opét projde beze ztrat, a tak déle. Najdéte posloupnost n;,
kterd toto spliuje.

Uloha IV.5 ... malej Jagr 9 bodt

Maly Jagr a jeho kamaradi by radi vyrazili hrat hokej. Mrznout vsak zacalo teprve nedavno,
a tak nevi, jestli je led na rybniku dostatecné tlusty. Spoctéte, za jak dlouho dostatecné pro-
mrzne hluboky rybnik, pokud vite, Ze voda mé na zac¢dtku teplotu 0 °C, vzduch se udrzuje na
konstantnich —10 °C a minimaln{ tloustka ledu pro bezpecné brusleni je 10 cm. Hustota vody ani
vznikajictho ledu se s hloubkou neméni. Prestup tepla mezi vzduchem a ledem i vodou a ledem
je mnohem rychlejsi nez vedeni tepla v ledu. Potfebné tepelné vlastnosti ledu si dohledejte.

Uloha IV.P ... efektivni osvétleni 10 bod#

Popiste zakladni fyzikalni principy jednotlivych zptsobu produkce umélého osvétleni. Alespon
u t¥i vypoctéte jejich ic¢innost, tedy kolik dodavané energie je skutec¢né preménéno na viditelné
svétlo. Porovnejte se skutecnymi daty.

Uloha IV.E ... kyvadlo ve vétru 12 bodu

Zméite periodu kmitu torzniho kyvadla v zdvislosti na délce vldkna. Pouzijte alespon dva druhy
materidlu zavésu. Co nejpresnéji urcete vsechny podstatné parametry, na kterych perioda zavisi.

Uloha IV.S ... seridlova tiloha 10 bodi

Text nového dilu seridlu a zaddni seridlové dlohy najdete na nasem webu.
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Reseni Ill. série

Uloha IIL.1 ... je tady moc sucho 3 body; pramér 2,61; fesilo 147 studentti

Danka ma na koleji zvlhcovac vzduchu, ktery odparuje vodu z bodu varu, ¢imz tvori teplou
paru. Pristroj udrzi maximalné V = 3,81 vody, kterou spotrebuje za t = 24h. Jaka je jeho
tcinnost, neboli jakou cdst energie odebrané z elektrické sité spotiebuje na premenu vody na
paru? Prikon zvlhcovace je P = 260 W a Danka do néj nalila vodu o teploté To = 20°C.
Potrebné vlastnosti vody si dohledejte.

Danka musi v zimé na koleji pouZivat zvhléovac vzduchu.

Aby sme zistili u¢innost zvlhéovaca, v prvom rade potrebujeme zistit, aké mnozstvo energie je
potrebné na odparenie vody v zvlhcovaci. Tato energia je sictom tepla, ktoré sa spotrebuje na
ohrev vody na bod varu, teda teplotu 77 = 100 °C, ozna¢me ho Q, a skupenského tepla varu L.
Podla zndmych vzorcov mbézeme pisat

Q= VpC(Tl - TO) )

L=Vpl,.

Z tabulick zistime, Ze mernd tepelnd kapacita vody je ¢ = 4182Jkg K™™' a jej skupenské
teplo varu I, = 2257kJ-kg~!. Hustotu vody uvazujeme 1000kg-m~3. Teraz uz staéi spoéitat
celkovt elektrickt energiu, ktort zvlhcovaé za 24 hodin odoberie. T spocitame ako

E=Pt.

Teraz moézeme spocitat tcinnost zvlhcovaca

_Q+L

===,

_ Vple(Ty — To) + 1]
- 5 .

Po dosadeni hodnét prevedenych na spravne jednotky dostéavame

n=438%.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz


mailto:daniela@fykos.cz

FYKOS ro¢nik XXXVII éislo 4/7

Uloha IIL.2 ... stabilni ovecka 3 body; pramér 2,65; fesilo 104 studentt

Méjme obdélnikovou desku a na ni polozeny blok dreva o roz-
mérech a = 20cm, b = 10cm a ¢ = 5cm (tvar obrdceného
pismene L, nase aproxiamce tvaru ovce), pricemz hrany desky
jsou rovnobézné k hrandm podstavy bloku. Jaky tihel naklonu
desky je potrebny, aby se blok prevrhnul, pokud ji postupné
nakldpime okolo kazdé z hran desky (viz obrdzek)? Predpokld-
dejte, ze se blok prevrhne drive, nez se zacne smykat.

jejich hmotnosti
mA[z,y] + mBlz,y] + mCla, y]

3Im

T[xvy] =

I

kde A, B, C jsou body trojuhelniku a m hmotnost kazdého z kvadru.

Yy

b 3b 3b
mz +m= +m=
T, = —2 37‘; 1 =5,83cm

kterého budeme téleso prevracet (lezi na obvodu podstavy). Z trojihelniku pak zjistime thel «
pro dosazeni labilni polohy jako
tgar = =,
gai T,

hrany podstavy. Ciselné dostdvame a; = 15,9 °.
Analogicky, pokud ,vykousnuti* sméfuje smérem nahoru, tedy kdyz desku otacime okolo
osy na druhé strané utvaru, dostaneme pro tthel podminku

—T,

(SI1S]

tgas = = az=550°.

N

Jesté desku muzeme natacet kolem hrany rovnobézné s nejdel$im rozmérem utvaru. Zde dosta-
vame podminku

tgas = = a3 =232°.

@H‘w\m
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Vidime, Ze maximdlni dhel, kdy se tutvar jesté neprevrhne, se vyrazné meéni v zavislosti na
poloze télesa. Ovce na strmém svahu zerou vzdy hlavou do kopce.

Adam Rostejnsky
adam.rostejnsky@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... nihodné& dal dojdes 5 bodti; primér 4,23; fesilo 86 studentl

V mikrosvété bunék rozlisujeme dva typy transportu: transport pomoci volné difuze, tj. Brow-
nova pohybu, kde pohyb vyuziva piimo energie prostredi, a tzv. aktivni transport, ktery vyza-
duje napriklad proteinovy motor pohybujici se konstantni rychlosti po cytoskeletalnim vIdkné.
Uvazujme typickou hodnotu difuzni konstanty D ~ 10~°% cm?-s™! a rychlost aktivniho transpor-
tuu ~ 107 m-s™'. Pro jaké vzdilenosti se ¢asové vyplati difuzni a kdy naopak aktivni zptisob

pohybu? Uvazujte, Ze transport probihd jen v jednom rozméru. Marek J. cetl Sekimota.

Pre volnt brownovsku casticu plati, ze jej strednéd vzdialenost od pociatku trajektorie je v 1D
dané ako
(z) = V2Dt,

kde ¢ je ¢as a (x) znadi strednti hodnotu, pri¢om stredujeme cez trajektérie. Pre kratke casy, ¢i
vzdialenosti je vyhodny diftiizny spésob pohybu, kedZe jeho zdrojom je aj tak pritomné prostre-
die, konkrétne pohyb generuju zrazky molektl prostredia s brownovskou casticou. Pre dlhsie
vzdialenosti , a teda aj dlhsie Casy, sa na ndhodu uz neradno spoliehat, strednd rychlost (x)/t =
= \/2D/t s ¢asom klesa. Vzdialenost [, pre ktort si oba sposoby transportu v priemere rovnako
rychle (trvaju rovnaky ¢as 7), uréime nésledovne
P
=00 T

odkial pomocou hodnét zo zadania mame [ = 2D /u ~ 2 - 10~" m. Vidime, e pre vzdialenosti
mensie ako rddovo stovky nanometrov vie byt diftzny pohyb vyhodnejsi nez aktivny trans-
port. A priroda to skuto¢ne vyuziva, napriklad vzdialenost zhruba 50 nm medzi synaptickymi
membranami neurotransmitery prekonavaju diftziou. Na druhej strane vzdialenosti v bunkéach,
radovo mikrometre, si zdoldvané typicky za pouzitim molekuldrnych motorov.

Marek Jankola
nmarekj@fykos.cz

Uloha II1.4 ... na velikosti zaleZi 8 bodii; primér 4,20; fesilo 83 studentit

Koule s polomérem r se vali po vodorovném povrchu rychlosti vg. Cestu ji vsak blokuje kolmy
schod o vysce h. Najdéte podminky, za kterych se koule na schod prevali a za¢ne se po ném
kutalet, aniz by se schodem ztratila kontakt. Za téchto podminek urcete jeji rychlost po pre-
konani schodu. Predpokladejte, Ze jsou vsechny srazky dokonale nepruzné a ze treni mezi kouli
a schodem je velké. Schod je hranaty a je postaveny kolmo na smér pohybu koule.

Dodo mél mald kolecka.

Zacneme hleddnim podminek pro parametry tlohy, za kterych koule schod vubec prekona.
Rovnou vidime, Ze pokud bude h > r, tak se koule za predpokladi tlohy na schod nikdy
nedostane. Je to kvili tomu, Ze pri tuhém nérazu koule ztrati veskerou vodorovnou rychlost,
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a jediné, co ji zbyde, je tthlova rychlost. Ta pii kontaktu se schodem kouli rozpohybuje pouze
ve svislém sméru. Tedy, i kdyz by se koule dokazala pii pohybu dostat do vétsi vysky nez h,
tak se nikdy nedostane na schod, protoze dopadne zpét pred néj.

Budeme se tedy zabyvat jen ptipady, kdy je h < 7. Schod je hranaty (mizeme si ho pfedstavit
jako dlouhy kvédr), tedy se pti srdzce dostane koule do kontaktu pouze s jeho horni hranou.
Srazka je dokonale tuhd, koule proto pfijde o normélovou slozku rychlosti. Normélou pfitom
rozumime piimku, kterd prochézi hranou prekazky a stiedem koule podle obrazku ﬂ

Oznacme thel, ktery svird normaéla se svislym smérem, jako ¢. Pak z puvodni rychlosti
stfedu koule vy zbyde pouze

r—h ( h)
Vg COS Y = Vg - =v-({1—-——].
T

N

Obr. 1: NAcrt situace.

Uvédomme si, ze toto neni kone¢na rychlost koule tésné po narazu. Koule se totiz se schodem
srazi i v tefném sméru, coz ovlivni jeji tthlovou rychlost (podobné jako kdyz pfi ping-pongu
udélime tiderem péalky micku rotaci). K této srazce dochdzi v dusledku t¥eni (které je ze zaddni
velké). Pokud by byl schod dokonale hladky, rotace koule by se nezménila.

Jelikoz je tfeni mezi kouli a schodem velké (nebo chcete-li srdzka je tuhd), bod dotyku koule
se schodem pii narazu okamzité ztrati rychlost. Bod dotyku méa nulovou rychlost tehdy, kdyz
mezi rychlosti koule v1 po srézce se schodem a jeji thlovou rychlosti w1 plati vztah

V1 = wWiT.

Konec¢nou rychlost vy stfedu koule po narazu bychom nyni chtéli vypocitat. Vime, ze pfi
kolmém nérazu se rychlost koule zmensi z v na v cos ¢ a thlova rychlost se nezméni. Pak se
bod dotyku s hranou pohybuje proti sméru pohybu koule. Treci sila pohyb bodu dotyku zastavi,
tedy pusobi ve sméru rychlosti vo cos .

Celkem se pak pri srdzce v te¢ném sméru zvétsi hybnost o néjaké Ap a moment hybnosti
zmens$i o néjaké AL = Apr, protoze moment M od tfeci sily F} je roven Fir.
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Méme tedy
JAw = mrAv,

2
57"Aw = Av,

kde J = 2mr?/5 je moment setrvacnosti koule. Rychlost koule se pfi srdzce zménila z v cos @
na v a uhlova rychlost z vo/r na v1/r. Odtud dostaneme

= (vo —Ul) = V1 — Vo COS Y,
5

odkud

vl = ) -(2+§cos )—v -(1—%)
VA )

Z rychlosti v1 nyni zvlddneme urcit, jestli koule schod viubec prekond. Hrani¢ni pripad
nastane, pokud bude mit koule na vrcholku pfesné nulovou rychlost. Ze zakona zachovani energie
mame

1 1
—mui + S Jwi > mgh ,
2 2
Tgh
5h\2 "
(1-%)

Za této podminky tedy koule schod prekond. Uvazujme nyni, ze poc¢atecni rychlost koule spliuje
tuto podminku. Pt¥i pohybu koule pres hranu schodu mohou nastat dva pripady.

Prvnim je, Ze se koule od schodu vubec neodlepi, neboli se pouze otoc¢i kolem jeho hrany.
Druhéd moznost potom je, ze rychlost koule je tak velkd, Ze pri otdcCeni kolem hrany prekona
odstrediva sila dostfedivou slozku tihové sily a koule ztrati kontakt se schodem.

VysSetreme nyni tuto moznost. Koule se nikdy neodlepi od hrany, pokud bude mezi odstre-
divou a tihovou silou splnéna nerovnost

2
Vo >

2
v

m— < mgcosf,
r

kde thel 6 je definovany stejné jako ¢, ale pro situaci, kdy uz se koule nedotyka vodorovné
podlozky, po které jela. Rychlost koule pti pohybu postupné klesa a tihel 6 se zmensuje. Leva
strana rovnice proto klesa a prava roste. Nerovnost je tedy splnéna po celou dobu pohybu praveé
tehdy, kdyz je splnéna na zacatku, tj. tésné po narazu. Kdyz do nerovnice dosadime vyjadieni
pro vi, dostaneme

glr—h)
(1-2)

Maéame tedy horni i dolni omezeni pro pocatecni rychlost koule vg. Zaroven vidime, ze pokud
bude

2
vy <

Tgh g(r —h)
5h2> 5n\2 "’
-2 (-%2)

7
h >T7’f',
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nemiize situace, kdy koule viibec nenadskoc¢i, nastat pro zddnou rychlost vg.

Uvazujme nyni, ze r, h a vo splnuji odvozené podminky a spocitejme rychlost koule poté,
co se prevali na schod. Jelikoz se bod dotyku koule s hranou schodu nepohybuje, neptusobi
t¥en{ a pfi otdceni se tak zachoviva energie (jak jsme uvazovali uz v piipadé, kdy jsme hledali
podminku pro prekonani schodu). Pro rychlost koule vz po prevaleni pres schod plati

1 9 1 9

1 1
§mv2 + 5,]0.)5 = §mv1 + 5wa — mgh.

S vyuzitim podminky neprokluzovini mame vy = wor, a tedy

10 5h\* 10
02:\/vf7gh:\/vg(1w) f7gh.

Jakmile se koule prevali a dostane se na schod, tak uz k zddnym dal$im srazkdm nedochézi,
a tedy vypocitana ve je rychlost jejiho kutdleni po prekonéni schodu.

Jiri Kohl
jiri.kohl@fykos.cz

Uloha IIL.5 ... vzduch pod vodou 10 bodii; primér 3,97; fesilo 72 student

Uvazujme valcovou sklenicku o zanedbatelné hmotnosti, ploSe vnitrniho priirezu S a vysce h,
kterou obratime dnem vzhiiru a jeji otevieny okraj zarovname s hladinou vody v rezervoaru.
Potom zacneme pomalu tlacit smérem dolii. Jakou praci vykoname, jestlize takto posuneme
sklenici i se vzduchem uvnitr tak, aby byla jeji podstava d > 0 pod hladinou?
Bonus: Uvazujme nyni realistictéjsi pripad. Jakou praci musime vykonat, abychom sklenici
o stejnych rozmeérech, ale hmotnosti m, uplné ponorili na dno nadoby o plose A, v niz voda
dosahuje na zacatku vysky H? Uvazujte, Ze sklenice je po dosazeni dna celd potopena.

Jarda by se na Titanic podivat nejel...

Protoze tloha neni tak jednoducha, jak by se na prvni pohled mohla zdat. Proto ukazeme nékolik
zplusobu feseni, které se vyrazné lisi svou matematickou obtiznosti. Nejprve vyfesime tlohu
feseni pouzijeme termodynamicky potencidl entalpii a ctvrty zptisob, kde praci spocitdme primo
ze silového pusobeni, bude myslenkové nejvice ptimocary, zato matematicky vice komplikovany.

Nejdrive ovSsem zavedeme znaceni veli¢in. Dno sklenice je po otoceni nahote, horni okraj je
dole. Vyska vnit¥niho objemu sklenice (t.j. vySka sklenice) zistdva h, plocha prifezu vnitiku
je S. Jakmile se sklenice ponoti, vyska objemu vzduchu uvnitt se zmensi a budeme ji znacit x
(od dna sklenice smérem dolit). Pismenem y budeme znacit vzdalenost dna nddoby od hladiny
smérem dolu, v pocdtecni poloze proto y = —h. Hustota vody je p, tithové zrychleni g, atmosfé-
ricky tlak p, a tlak uvnitt sklenice je p (na zacatku tedy p = pa). Jestlize je sklenice ponorena
pfi y = d, pak ozna¢ime x = z*. Pro y = 0 zase vysSku objemu vzduchu uvnit¥ sklenice budeme
znalit x = xo.

Myslenkovy experiment se zavienou sklenickou

Na zacatku tlohy je nutné si uvédomit, kde vsude se nase vykonana prace projevi. Na sklenici ve
vodé pusobi vztlakova sila Fy, = Vpg, kde V' je objem vzduchu, ktery je ve sklenici pod hladinou
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vody, p je hustota vody a g je tithové zrychleni. Tato sila ptisobi smérem vzhuru, a proto na
posouvani sklenice dale pod vodu potrebujeme konat préaci. Dalsi silou je tihova sila vzduchu,
ktery ma ve sklenici vzdy hmotnost m, takze jeho tihova sila je Fy = mg. Hustota vzduchu je
ovsem za normalniho tlaku a teploty priblizné o t¥i fady nizsi nez vody, proto ji v nasem feseni
miuzeme zanedbat.

Dalsi praci musime spotiebovat na stlacovani vzduchu uvniti. Prace potiebna ke stlaceni
vzduchu u tlaku p o maly objem dV je dW = pdV = pSdx, kde jsme diferencidl objemu dV'
zapsali jako soucin podstavy S a zmény vysky vzduchu ve sklenici dz.

Protoze se objem vzduchu ve sklenici vlivem stlacovani v zavislosti na hloubce ponoteni
meéni, vyfresime tlohu trikem. Koncovy stav sklenice a vzduchu v ni nezavisi na procesu, kterym
se ho dosdhne (pokud jsou vSechny ¢dsti procesu reverzibiln{ a vratné, takze se pii nich neztréci
energie napiiklad ve formé tepla).

Predstavime si, ze néjakym pistem, se kterym pozdéji budeme moci ve sklenici posunovat,
utésnime i spodni (pfi normalnim pouzivani horn{) otvor sklenice. Pist nechdme zatim na okraji
sklenice, tedy ve vzdélenosti h od jejiho normélniho dna, a celou sklenici ponofime do vody tak,
ze jeji dno (horni podstava) je y pod hladinou. Tim jsme vykonali prci na piekonani vztlakové
sily.

Nyni kdyz ovSem uvolnime pist, tak se zméni jeho poloha, protoze tlak vody je vyssi nez
atmosféricky tlak pa., ktery zustal ve sklenici. Pist se bude pohybovat nahoru, dokud se tlaky
nevyrovnaji. Pokud bychom pist jenom pustili, stlacil by plyn az moc a tfeba zacal kmitat. Kdy-
bychom ho ale poustéli pomalu, mohli bychom praci, kterou vykona voda svym hydrostatickym
tlakem, néjak vyuzit. Tim bychom tuto praci mohli odecist od prace, kterou jsme vykonali
ponorenim sklenice pod vodu.

Budeme tedy postupovat presné timto zptsobem. Prace potiebnd na piekonani vztlakové
sily je rovna

0 d
WV:/ (h+y)Spgdy+/ hSpgdy .
—h 0

Druhy clen popisuje situaci, kdy uz je celd sklenice ponofenéd pod vodou. V takovém pripadé je
pusobici vztlakovd sila F, = Shpg konstantni. Prvni ¢len popisuje situaci, kdy je ¢ast sklenice
nad vodou a vztlakova sila vody je imeérna jen ponofené casti o vysce h + y. Soufadnice y
popisuje vzdélenost dna sklenice od hladiny, na zac¢atku tedy y = —h, zatimco kdyz se celd
sklenice ponori, tak y = 0. Na konci pak y = d. Celkova vykonand prace tedy je

2
Wy = %Spg + hSpgd.

Vykonanim této prace jsme dostali sklenici do hloubky d pod hladinu. Nyni pist za¢neme
pomalu poustét nahoru. Ozna¢me x jako vzdalenost pistu od dna sklenice (takze na zacatku z =
= h). Tlak vody v zavislosti na x je ddn jako soucet atmosférického tlaku p, a hydrostatického
tlaku

pv = (z+d)pg + pa.

Proti tlaku vody pusobi zevnitt sklenice na pist tlak

P =DPa—,
x
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pricemz jeho vyjadreni v zavislosti na x jsme dostali z izotermického déje z podminky p1 Vi =
= p2Vh. Sila ptisobici na pist tak je

h
F=Sp-p=5(@+dpgtp—p-).

Praci, kterou voda vykona, tak najdeme jako

Z* h
Wom [ s (@t dp - nl) a0,
h

kde z* je rovnovazna poloha pistu, kdy se vyrovnd tlak stlaceného vzduchu uvnit¥ sklenice
a tlak vody. Integraci dostavame

W, =S5 [(:p2/2—|—daz) pg—f—paaz—pahlnaﬁ]z* =

2 x2
—S(<h2x+d(h—x*)> pg—|—pa(h—x*)—pahln;*) .

Nyni uz jenom zbyva najit onu rovnovaznou polohu pistu. Tu najdeme tehdy, kdyz je sila
pusobici na pist nulova, tedy
* h
(@ +d)pg +pa=pa_,

*

coz je kvadratickd rovnice pro z, jejimz fesenim je

o — (dpg +pa) + V/(dpg + pa)” + 4pahpg

2*°pg + 2 dpg + 2" pa — pah =0 =
2pg

kde jsme museli vybrat kladny kofen, protoZe pro zdporny by z* bylo zaporné, coZz nedavé
smysl. Dosazenim do rovnice vyse dostaneme praci, kterou vykonala voda, jako

h2—$*2 * h
We=8|—5— |rg+(h—2")(dpg+pa) —pahln_— | .

Celkova prace, kterou jsme museli vykonat, je tedy

*2
* * h
Weenk = S (x 2pg — hpa +z"dpg + T pa +pah1nm*) .

Dosazenim z kvadratické rovnice ¢len —z*2pg = —pah + z*dpg + z*pa dostdvame

*2
chlk =5 (_‘T 2pg

+ poh1n h*> ,
x

coz po dosazeni rovnovazné polohy konecné vede na vysledek

—%mww%Ww+mf+\ﬂ@@+mf+4mMWMw+pJ+
dpg
2hpg

— (dpg + pa) + V/(dpg + pa)® + 4pahpg

chlk =5

+ Spohln

10
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Myslenkovy experiment se zrnicky

Cely takovy proces lze myslenkové popsat i trochu jinak. Predstavme si, ze pod hladinou az
do hloubky h jsou na (spojitych) polickdch rozmisténa zrnka pisku. Pist, kterym jsme uzavieli
spodni otvor ve sklenici, je duty, takze do néj muzeme zrnicka posouvat. Pist se ze zacatku
nemuze ve sklenici hybat. Nasuneme nejvyssi zrnicka do pistu, takze celd sklenice se trochu
ponoti, protoze jsme zvétsili tthovou silu. Nasuneme dalsi zrnicka a sklenice znovu klesne.
Totéz opakujeme az do doby, nez jsou vSechny zrnicka v pistu a celd sklenice je ponorena tésné
pod hladinou a to tak, ze tiha zrnicek vyvazi vztlakovou silu vody. V takovém piipadé m = Vp,
kde m je hmotnost zrnic¢ek a V' objem sklenice.

Nyni je vyslednice sil, které ptisobi na sklenici s pistem a zrnicky, nulova. Sklenici muzeme
posunout do libovolné hloubky bez konani prace. Pii dosazeni pozadované hloubky d (od dna
sklenice k hladiné) sklenici na chvili pfipevnime tak, aby se nemohla hybat (napf. ji pfipoutdme
ke dnu). VSechen pisek z pistu vysuneme a vratime na pivodni misto pod hladinou. Prévé tady
timto vytahovdnim pisku vykondme prace, kterd je potfeba k ponoreni uzaviené sklenice do

W, = myg <d+h—g) — Shpg <d+g) ,

coz je v naprostém souladu s vyrazem vyse.

Nyni najdeme na policce d + h pod hladinou u ponofené sklenice dalsi zrnicka pisku. Do
pistu jich nasuneme tolik, abychom pist mohli uvolnit z vazby, ale aby se nikam nepohnul, tedy
aby tlakova sila vzduchu uvnitt a tihova sila zrnicek vyrovnaly tlak vody. Poté zrnicka za¢neme
pomalu odebirat a presouvat na policky vedle pistu. Po odebrani zrnicka se pist posune nahoru,
aby se vyrovnaly sily. Hmotnost zrnicek v pistu je tak v zavislosti na objemu vzduchu ve sklenici
z rovnosti sil

h S h
M(w)g+5pa;:($+d)pgS+paS = M($)Z;(($+d)pg+pa—pa5).

Ozna¢me Mo = M(h) = S (h + d) p hmotnost zrni¢ek na zacdtku posouvan{ pistu. Budeme ji
potiebovat zdhy.

Posledni{ zrnicko z pistu odstranime u rovnovdzné polohy x*. Hustota zrnicek pisku na
polickach vedle sklenice pak je

dm S h
A@) = =5 (p9+pas) -

Tlak vody tedy kromé stlaceni vzduchu vykonal i praci na zvednuti zrnic¢ek pisku. Stac¢i ndm

h 2 *2
1 1 h—x h
= — = a In — .
T Mo/ Az) zdz v d) g (pg 5 +phnx*)

*

2 *2

h h
hdpg + PI—5 + P9 — pahln m) )

t:h—xTz B

v
(h+d)pg

11
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takZe jejich potencidlni energie se zvysila o
h2 *2 h
Wy = Mogt = S (hdpg + P9~ + pg% — pahlIn ;r:*> .

Tuto potencialni energii zrnicek lze néjak vyuzit, proto ji odecteme od prace, kterou jsme
vykonali pfi zvedani prvnich zrnicek. Celkova préce, kterou jsme museli vykonat, je proto
ZL‘*2

h
Weelk = Wy, — Wy =S <pg 3 + pahln a:*) ,
coz dosazenim za z*2 vede opét na stejny vysledek jako v minulé &Asti.

Reseni pomoci entalpie

Entalpie je energie potiebna k vytvoreni systému o vnitini energii U a objemu V v okolnim
prostredi o tlaku P. Jakozto stavova veli¢ina nezavisi na déji, pouze na aktudlnim stavu systému.
Vypocitame ji jako

H=U+PV,
kde ¢len PV je energie potrebna k tomu, abychom v okolnim prostifedi pro vytvoreni naseho
systému uvolnili misto.

Predpoklddejme tedy, Ze ve vzdalenosti y € [d,d + z*] pod hladinou potfebujeme vytvorit
misto pro vzduch, ktery je aktudlné ve sklenici pfi tlaku p. a objemu Sh. Potfebny objem,
ktery takové mnozstvi vzduchu bude mit v hloubce d, je Sz™. Protoze tlak v okoli se méni, jak
se méni hloubka, musime ¢len PV integrovat, takze entalpie takového systému je

*

T *2
Hf:U+S/ ((d+x)pg+pa)de=U+S ((dx*+172> pg—i—pa;r:*) .
0
Na zacdtku jsme ovSem méli systém (vzduch ve sklenici) s entalpif

Hi=U + Spah.

Vnitfni energie plynu se nezmeénila, protoze se jedna o izotermicky déj. Na zménu entalpie jsme

proto vykonali praci
*2
Hi—Hi =S ((dx* + m2> pg + paz” _pah> .

, . 2 o « ;. .
Dosazenim z rovnice *pg + dz* pg + pax™ = pah mizeme predchozi vyraz upravit na

*2

Hf_Hi = —pgS%.

Jesté jsme ovsem vykonali praci ke stlaceni plynu, coz je pfi izotermickém déji

VVS:/ pd:r:/ pahdx:pahlni.
h h x x*

Tato prace odesla ze sklenice skrz stény ve formé tepla do okolniho rezervodru vody. Celkové
jsme tak vykonali praci

*2

x h
Weelk = —pgST +pahln ; .

12
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Primy vypocet pomoci sil

Abychom sklenici mohli ponotit, musime na ni pisobit silou smérem doli. V tom ndm poméahd
atmosféricky tlak a pozdéji, jak je dno sklenice ponofené, tak i hydrostaticky tlak vody nad skle-
nici. Naopak na sklenici pisobi tlak vzduchu uvnitt, ktery je stejny jako soucet hydrostatického
a atmosférického tlaku v misté, kde voda na vzduch ve sklenici tlaci.

Reseni opét rozdélme na dvé &asti, prvni, kdyz je ¢ast sklenice jesté nad vodou a druhé,
kdy uz je celé sklenice pod vodou. Pro prvni pripad ma sila, kterou musime prekonat pro dalsi
ponoteni sklenice, tvar

Fy=S(p—pa),

ve druhém pak pribyde hydrostatické pusobeni na dno sklenice

Fy =S (p— (ypg +pa)) »

kde p je tlak uvnitt sklenice. Rovnice pro rovnost tlaki na hladiné vody ve sklenici je v obou
pripadech

b
(w+y)pg+pa:p:px ,

kde y € [—h,0] a z je stdle vyska vzduchu ve sklenici. Oznaeni z* nechdme pro takovou
vysku x, kterou zaujme vzduch v ptipadé ponoteni pod hladinu d, tedy stejné jako v predchozich
pripadech. Znovu najdeme vysku x¢ v okamziku, kdy se sklenice celd ponoti pod vodu, jako zo =

= (=pa + \/Pi + 4pgpah)/ (2pg).
Kdyz silou F} posuneme sklenici doli po draze dy, vykondme préci

dWi =Fidy=5S(p—pa.)dy.

7 rovnosti tlaku ve sklenici a na hladiné vody ve sklenici muzeme pro diferencidl prace psat

dW; = Spa (% - 1) dy.

Prace vykonand touto silou slouzi jednak k posunuti sklenice hloubéji a jednak ke stlaceni
vzduchu uvnitf. Stojime ovSem pred otdzkou, podle jaké proménné budeme integrovat? Podle x,
nebo podle y? V predchozich feSenich jsme vidéli, ze vysledek mél kompaktni tvar pro x*,
budeme proto integrovat v proménné z, coz by mélo byt matematicky jednodussi. Nasledné
vyzkousime integrovat i podle y, abychom si ukézali, ze vhodna volba proménné je dilezita
z hlediska matematické obtiznosti. Nyni vSak musime vyjadfit dy(x). Z proménnych v rovnici
pro tlaky udélame diferencialy a dostaneme

N
p:c2 dr = dy=

ah +2”
_Paht27pg 4

(dz + dy) pg = — g

Vidime, Ze zména vnittniho objemu je zdporna, kdyz se posouvame se sklenici hloubéji, coz je
vysledek, ktery bychom ocekavali.

13
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Préce potifebnd k ponofeni celé sklenice pod vodu pak je dand integrilem ze sily Fi

xq 2
Wi s [ (M) BT g
h \T x?pg

h 2
:Spa/ <p:h _pgah+h—1>d1:—
w0 \Z%pg  a?pg @
a h? N h h
—Spa (=2 (1o +£—O—~—)+hm4——h+m -
2pg g Pg xo Zo

2
:Spa<l7a (1_i) +h1nh—h+w0).
2pg To o

Kdyz sklenici dale posouvame pod hladinu, vykondme praci

dWe = Fdy =S (p — (ypg + pa)) dy.

Z rovnosti tlaku ve sklenici a na hladiné vody ve sklenici mtzeme pro diferencidl prace psat
dWsy = Szpgdy .

Dosazenim za dy a integraci dostaneme

Wngpg/ rzdy =

zo

o ah 2
:Spg/ PR gy
- w2pg

xQ Qo
:S/ %dx—i—b‘pg/ rdx

2 3:*2

— Spahin 22 4 SpgT0 T
x 2

Celkova vykonand prace je souctem Wi + Wa, tedy

*2

h T acg Da h\?2
ce = a — N a a 1 - - )
Weeik = Spahln o Spg 7 + (Spg 5 + Sp <2pg ( ) h + xo

kde cela zavorka je nulova.

2 2
Spga;oJrSpa(pa (1—£) —h+mo) =

2pg Zo

2 2
Ty Topg
= — + Spa —h+ =
Spg B Sp (( 0. ) a?o>

= Spgmg — hSpa + Spaxo =0,

proto dostavame nés tradicni vysledek

JJ*Q

h
Weetk = SpahIn — — Spg .
x* 2

14
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Co by se stalo, kdybychom jako integra¢ni proménnou zvolili y, a ne £? To naznac¢ime na
vypoctu Wa, ktery by v tomto pripadé byl

d d 2
- a a 4ah
szspg/ xdy:S/ (ypg + pa) + /(ypg +pa)” +4p 2
0 0

2

Integral z prvni zavorky v integrandu je jednoduse roven — (y2pg + Qypa) - S/4. Pro vypocet
odmocniny bychom ovsem museli volit substituci s hyperbolickym sinem

Ypg + Pa .
———— =sinh¢,
V4pahpg
dy = YAPPPY e de
Prg

coz vede na

S
5 / \/(ypg +pa)” + dpahpg dy =
= SQpah/ v/sinh? ¢ + 1 cosh&d¢ =

= S'Qpah/cosh2 Ed¢ =

= Spah/(cosh 26+ 1)d¢ = Sgah sinh 2¢ + Spahé =
= Spahsinh £ cosh € + Sp.h€ .

Jednotlivé kroky a sezndmeni se s hyperbolickymi funkcemi nechavime ¢tendii za doméci tkol.
Zpétnym dosazenim ze substituce a uvazenim integracnich mezi dostdvame praci Wy jako

S
Wy=— ((dﬂg + Pa) \/(dpg + pa)® + 4pahpg — par/P2 + 4pahpg>

 4pg

VApahpg VApahpg 4

Dalsimi tpravami bychom se presvédcili, ze dostaneme stejny vysledek jako v predchozi Casti.

vvvvvv

+Spah (argsinh dpg £ pa _ argsinh pd) _5 (d2pg + 2dpa) .

Reseni bonusu

Poté, co jsme si dikladné rozebrali feseni zakladni ¢asti tlohy, je feseni bonusu témér trivialni.
Uvazujme, ze v puvodni vysce hladiny H udélame ve sténé nddoby otvor. P¥i postupném po-
norovani sklenicky se tak bude voda drzet na konstantni vysSce H a situace je tak stejna jako
v predchozi Casti.

Predpokladejme vsak, Ze voda, kterd z nadoby vytékd, nepadd nékam dola, ale drzime ji
vSechnu ve vysce H. Jakmile ponofime sklenicku az na dno, tak je toto mnozstvi vody amérné
objemu vzduchu ve sklenici

my = pSz™ .

15
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Abychom vsak skoncili s pozadovanou situaci, je potfeba vodu dostat zpatky do nadoby. Ta je

vvev

mygAH pS2a*3g
2 B 24

Wy =
Ponorenim samotné sklenice o hmotnosti m jsme jesté ziskali praci
Wpon = mgH

nebot se jeji tézisté snizilo o H. Celkova prace, kterd je potfebna k ponoreni hmotné sklenice
na dno nadoby tak je

Wiones = 8 (—po™e & pain 11 ) 4 2522750 oy
bonus — Py 2 Pa n!I}* 2A mg .

Po dosazeni d = H — h do = = (— (dpg + pa) + \/(dpg +pa)® + 4pahpg)/(2pg) a nasledné do
predchozi rovnice dava

2
S /S
Whonus = g (f - 1) (— ((H—h)pg+pa) + \/((H —h) pg +pa)’ + 4pahpg>
pg \A
+ paShln 2pgh - —mgH .
— ((H = h) pg +pa) + /((H = h) pg + pa)® + 4pahpg
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha IILP ... bleskem 9 bodil

Resend této dlohy naleznete jiz brzy na nasem webu: https://fykos.cz/.

Uloha IILE ... akusticky teplomér 12 bodt

Resend této tlohy naleznete jiZ brzy na nasem webu: https://fykos. cz/.

Uloha IILS ... viZeni riesitelia 10 bodu

Resend této tilohy naleznete jiZ brzy na nasem webu: https://fykos. cz/.
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Poradr resitel po ll. sérii

Kompletni vysledky najdete
na https://fykos.cz.
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