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Uloha IIL5 ... vzduch pod vodou 10 bodi; priamér 3,97; fesilo 72 student

Uvazujme valcovou sklenicku o zanedbatelné hmotnosti, plose vnitiniho prirezu S a vysce h,
kterou obrdatime dnem vzhiiru a jeji otevieny okraj zarovndme s hladinou vody v rezervoaru.
Potom zacneme pomalu tlac¢it smérem doli. Jakou praci vykoname, jestlize takto posuneme
sklenici i se vzduchem uvnitf tak, aby byla jeji podstava d > 0 pod hladinou?
Bonus: Uvazujme nyni realistictéjsi pripad. Jakou praci musime vykonat, abychom sklenici
o stejnych rozmeérech, ale hmotnosti m, tplné ponorili na dno nadoby o plose A, v niz voda
dosahuje na zacatku vysky H? Uvazujte, ze sklenice je po dosazeni dna celd potopena.

Jarda by se na Titanic podivat nejel...

Protoze tloha nenf tak jednoducha, jak by se na prvni pohled mohla zdat. Proto ukdzeme nékolik
zpusobu TesSeni, které se vyrazné lisi svou matematickou obtiznosti. Nejprve vyfesime tlohu
feseni pouzijeme termodynamicky potencidl entalpii a ¢tvrty zpusob, kde préci spocitame primo
ze silového pusobeni, bude myslenkové nejvice primocary, zato matematicky vice komplikovany.

Nejdrive ovsem zavedeme znaceni veli¢in. Dno sklenice je po otoceni nahore, horni okraj je
dole. Vyska vnitinfho objemu sklenice (t.j. vyska sklenice) zustavd h, plocha prufezu vnitiku
je S. Jakmile se sklenice ponofi, vyska objemu vzduchu uvnitt se zmensi a budeme ji znacit x
(od dna sklenice smérem dolt). Pismenem y budeme znacit vzdalenost dna nddoby od hladiny
smérem dolti, v pocatecni poloze proto y = —h. Hustota vody je p, tthové zrychleni g, atmosfé-
ricky tlak p. a tlak uvnitf sklenice je p (na zac¢atku tedy p = pa). Jestlize je sklenice ponorena
pri y = d, pak ozna¢ime x = z*. Pro y = 0 zase vysku objemu vzduchu uvnitf sklenice budeme
znacit r = xo.

Myslenkovy experiment se zavrenou sklenickou

Na zacatku tlohy je nutné si uvédomit, kde vsude se nase vykonana prace projevi. Na sklenici ve
vodé pusobi vztlakova sila F, = Vpg, kde V' je objem vzduchu, ktery je ve sklenici pod hladinou
vody, p je hustota vody a g je tihové zrychleni. Tato sila pisobi smérem vzhiru, a proto na
posouvani sklenice ddle pod vodu potiebujeme konat praci. Dalsi silou je tihova sila vzduchu,
ktery ma ve sklenici vzdy hmotnost m, takze jeho tihova sila je F; = mg. Hustota vzduchu je
ovsem za normalniho tlaku a teploty priblizné o t¥i fady nizs$i nez vody, proto ji v nasem feSeni
miizeme zanedbat.

Dals$i praci musime spotfebovat na stlacovani vzduchu uvnitf. Price potfebna ke stlaceni
vzduchu u tlaku p o maly objem dV je dW = pdV = pSdx, kde jsme diferencial objemu dV'
zapsali jako souc¢in podstavy S a zmény vysky vzduchu ve sklenici dzx.

Protoze se objem vzduchu ve sklenici vlivem stlacovani v zavislosti na hloubce ponofeni
méni, vyresime tlohu trikem. Koncovy stav sklenice a vzduchu v ni nezavisi na procesu, kterym
se ho dosdhne (pokud jsou vSechny ¢asti procesu reverzibilni a vratné, takze se pii nich neztraci
energie naptiklad ve formé tepla).

Predstavime si, ze néjakym pistem, se kterym pozdéji budeme moci ve sklenici posunovat,
utésnime i spodni (pfi normélnim pouzivani hornf) otvor sklenice. Pist nechdme zatim na okraji
sklenice, tedy ve vzdélenosti h od jejiho normélniho dna, a celou sklenici ponofime do vody tak,
ze jeji dno (horni podstava) je y pod hladinou. Tim jsme vykonali préci na prekondni vztlakové
sily.

Nyni kdyz ovSem uvolnime pist, tak se zméni jeho poloha, protoze tlak vody je vyssi nez
atmosféricky tlak pa., ktery zustal ve sklenici. Pist se bude pohybovat nahoru, dokud se tlaky
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nevyrovnaji. Pokud bychom pist jenom pustili, stlacil by plyn az moc a tfeba zacal kmitat. Kdy-
bychom ho ale poustéli pomalu, mohli bychom praci, kterou vykona voda svym hydrostatickym
tlakem, néjak vyuzit. Tim bychom tuto prici mohli odecist od prace, kterou jsme vykonali
ponofenim sklenice pod vodu.

Budeme tedy postupovat presné timto zpusobem. Préce potifebnd na prekondni vztlakové
sily je rovna

0 d
Wv:/ (h+y)Spgdy—|—/ hSpgdy .
—h 0

Druhy clen popisuje situaci, kdy uz je celd sklenice ponofenéd pod vodou. V takovém pripadeé je
pusobici vztlakova sila F, = Shpg konstantni. Prvni ¢len popisuje situaci, kdy je ¢ast sklenice
nad vodou a vztlakova sila vody je imeérna jen ponofené Casti o vysSce h + y. Souradnice y
popisuje vzdélenost dna sklenice od hladiny, na zac¢atku tedy y = —h, zatimco kdyz se celd
sklenice ponori, tak y = 0. Na konci pak y = d. Celkova vykonana prace tedy je
B2
Wy, = ESpg + hSpgd .

Vykonanim této prace jsme dostali sklenici do hloubky d pod hladinu. Nyni pist za¢neme
pomalu poustét nahoru. Ozna¢me x jako vzdalenost pistu od dna sklenice (takze na zacatku z =
= h). Tlak vody v zdvislosti na x je ddn jako soucet atmosférického tlaku p, a hydrostatického
tlaku

bv = (x+d)pg+pa.
Proti tlaku vody pusobi zevnitt sklenice na pist tlak
P =DPa—,
T

pricemz jeho vyjadreni v zavislosti na x jsme dostali z izotermického déje z podminky p1 Vi =
= p2Vh. Sila ptisobici na pist tak je

h
F=S(e=p)=5(@+d)pg+p.—p3) -

Préci, kterou voda vykond, tak najdeme jako

./L’* h
o= [ 5 (@ apmt-nl) (a0,
h

kde z* je rovnovazna poloha pistu, kdy se vyrovnd tlak stlaceného vzduchu uvniti sklenice
a tlak vody. Integraci dostavame

W, =2_8 [(12/2+dx) pg—i—par—pahlnx]: =

2 x2
:S<<h2x+d(h,x*)> ngrpa(hx*)pahln;;) .

Nyni uz jenom zbyva najit onu rovnovaznou polohu pistu. Tu najdeme tehdy, kdyz je sila
pusobici na pist nulova, tedy

" h
(z +d)pg+pa=pa;,

*
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coz je kvadratickd rovnice pro x, jejimz fesenim je

o — (dpg + pa) + V/(dpg + pa)® + 4pahpg
2pg ’

2 2pg+ 2 dpg + 2 pa —pah =0 =

kde jsme museli vybrat kladny kofen, protoZe pro zdporny by z* bylo ziporné, coZz nedévé
smysl. Dosazenim do rovnice vyse dostaneme praci, kterou vykonala voda, jako

h? — z*? . h
W, —S(<2> pg+ (h—=x )(dpg—&-pa)—pahlnx*) .

Celkova prace, kterou jsme museli vykonat, je tedy
Cl?* 2pg h
chlk =S (2 - hpa + l’*dpg + m*pa +pah1n (L'*) .

Dosazenim z kvadratické rovnice &len —z*2pg = —pah + 2*dpg + =" pa dostavime

I*ng h
Weelk = S (— + pohln y) ,

2

coz po dosazeni rovnovazné polohy konecné vede na vysledek

~2pgpah — (dpg + pa)” + \/(dpg + pa)” + 4pahpg (dpg + pa)
dpg
2hpg

— (dpg + pa) + V/(dpg + pa)” + 4pahpg

chlk =5 +

+ Spahln

Myslenkovy experiment se zrnicky

Cely takovy proces lze myslenkové popsat i trochu jinak. Predstavme si, ze pod hladinou az
do hloubky h jsou na (spojitych) polickdch rozmisténa zrnka pisku. Pist, kterym jsme uzavieli
spodni otvor ve sklenici, je duty, takze do néj miuzeme zrnicka posouvat. Pist se ze zacatku
nemuze ve sklenici hybat. Nasuneme nejvyssi zrnicka do pistu, takze celd sklenice se trochu
ponofi, protoze jsme zvétsili tihovou silu. Nasuneme dalsi zrnicka a sklenice znovu klesne.
Totéz opakujeme az do doby, nez jsou vSechny zrnicka v pistu a celd sklenice je ponorena tésné
pod hladinou a to tak, ze tiha zrnicek vyvazi vztlakovou silu vody. V takovém ptipadé m = Vp,
kde m je hmotnost zrnic¢ek a V' objem sklenice.

Nyni je vyslednice sil, které ptisobi na sklenici s pistem a zrnicky, nulova. Sklenici muzeme
posunout do libovolné hloubky bez konani prace. Pii dosazeni pozadované hloubky d (od dna
sklenice k hladiné) sklenici na chvili pfipevnime tak, aby se nemohla hybat (napf. ji pfipoutdme
ke dnu). VSechen pisek z pistu vysuneme a vratime na pivodni misto pod hladinou. Prévé tady
timto vytahovanim pisku vykondme prace, kterd je potreba k ponoreni uzaviené sklenice do

szzmg(d+hfg> :Shpg<d+g) ,

coz je v naprostém souladu s vyrazem vyse.
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Nyni najdeme na policce d + h pod hladinou u ponotené sklenice dalsi zrnicka pisku. Do
pistu jich nasuneme tolik, abychom pist mohli uvolnit z vazby, ale aby se nikam nepohnul, tedy
aby tlakova sila vzduchu uvnitf a tihova sila zrnicek vyrovnaly tlak vody. Poté zrnicka za¢neme
pomalu odebirat a pfesouvat na policky vedle pistu. Po odebrani zrnicka se pist posune nahoru,
aby se vyrovnaly sily. Hmotnost zrnicek v pistu je tak v zdvislosti na objemu vzduchu ve sklenici
z rovnosti sil

h S h
M(2)g+5pas = (+d) pgS +paS = M(w):E((Hd)pHpa—pa;).

Ozna¢me Mo = M(h) = S (h + d) p hmotnost zrni¢ek na zaCatku posouvani pistu. Budeme ji
potiebovat zahy.

Posledni{ zrnicko z pistu odstranime u rovnovazné polohy x*. Hustota zrnicek pisku na
polickach vedle sklenice pak je

dm S h
@) =4, =5 (r9+pgs)

Tlak vody tedy kromé stlaceni vzduchu vykonal i praci na zvednuti zrni¢ek pisku. Stac¢i ndam

h 2 *2
1 1 h® —x h
= — A dx = whln — | .
xT Mo/ (z) zdx i d) rg (pg 5 +p nx*)

¥

1 h? x*2 h
t=h—-ar=———[hd — Z —pahln— |,
xT (h+d)pg< P9+ P95 + P95 — P nw*)

takze jejich potencialni energie se zvysila o

*2

n’ z h
Wy = Mogt = S hdpg+p97+p97—pahlnx—* .

Tuto potencialni energii zrnicek lze néjak vyuzit, proto ji odecteme od prace, kterou jsme
vykonali pfi zvedani prvnich zrnicek. Celkova préce, kterou jsme museli vykonat, je proto

*2
h
Weelk = Wyp — Wy = S <—ngQ +pahln ) ;
x*
coz dosazenim za z*? vede opét na stejny vysledek jako v minulé ¢dsti.

Reseni pomoci entalpie
Entalpie je energie potfebnd k vytvoreni systému o vnitini energii U a objemu V v okolnim
prostredi o tlaku P. Jakozto stavova veli¢ina nezavisi na déji, pouze na aktudlnim stavu systému.
Vypocitame ji jako

H=U+ PV,
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kde ¢len PV je energie potfebna k tomu, abychom v okolnim prostfedi pro vytvoreni naseho
systému uvolnili misto.

Predpokladejme tedy, Ze ve vzdalenosti y € [d,d + z*] pod hladinou potfebujeme vytvorit
misto pro vzduch, ktery je aktualné ve sklenici pii tlaku p. a objemu Sh. Potiebny objem,
ktery takové mnozstvi vzduchu bude mit v hloubce d, je Sz*. Protoze tlak v okoli se méni, jak
se méni hloubka, musime ¢len PV integrovat, takze entalpie takového systému je

z* *2
Hf:U—|—S/ ((d+x)pg+pa)dx—U+S<<d:n*+xQ)pg—l—pax*).
0
Na zacdtku jsme ovSem méli systém (vzduch ve sklenici) s entalpif
Hi=U + Spah.

Vnitini energie plynu se nezménila, protoze se jedna o izotermicky déj. Na zménu entalpie jsme
proto vykonali praci

*2
He— H; =S5 ((dx* + xz) pg+pax* pah> .

. . 2 oy < P .
Dosazenim z rovnice z*“pg + dx* pg + paz™ = pah mizeme predchozi vyraz upravit na

*2
Hf_ Hi = —pgS% .

Jesté jsme ovSem vykonali praci ke stlaceni plynu, coz je pii izotermickém déji

WS:/ de:/ pahdx:pahln%.
n n T T

Tato prace odesla ze sklenice skrz stény ve formé tepla do okolniho rezervoaru vody. Celkové
jsme tak vykonali praci

*2

h
Weelk = *pgS—x + pahln — .
2 x*

Primy vypocet pomoci sil

Abychom sklenici mohli ponofit, musime na ni pusobit silou smérem doli. V tom ndm poméahd
atmosféricky tlak a pozdéji, jak je dno sklenice ponorené, tak i hydrostaticky tlak vody nad skle-
nici. Naopak na sklenici pusobi tlak vzduchu uvnitt, ktery je stejny jako soucet hydrostatického
a atmosférického tlaku v misté, kde voda na vzduch ve sklenici tlaci.

ResSeni opét rozdélme na dvé &asti, prvni, kdyz je ¢ast sklenice jesté nad vodou a druhé,
kdy uz je celd sklenice pod vodou. Pro prvni ptipad ma sila, kterou musime prekonat pro dalsi
ponoreni sklenice, tvar

F 1= S (p - pa) 5

ve druhém pak pribyde hydrostatické pusobeni na dno sklenice

Fy =S (p— (ypg +pa)) »
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kde p je tlak uvnitt sklenice. Rovnice pro rovnost tlaka na hladiné vody ve sklenici je v obou
pripadech

oh
(w+y)pg+pa=p=px ,

kde y € [—h,0] a z je stdle vyska vzduchu ve sklenici. Oznaeni z* nechdme pro takovou
vysku x, kterou zaujme vzduch v pripadé ponoreni pod hladinu d, tedy stejné jako v predchozich
pripadech. Znovu najdeme vysku xo v okamziku, kdy se sklenice celd ponori pod vodu, jako x¢o =

= (=pa + /P2 +4pgpah)/(209).
Kdyz silou F} posuneme sklenici doli po draze dy, vykoname préci

dWi =Fidy=S(p—pa)dy.

7Z rovnosti tlaku ve sklenici a na hladiné vody ve sklenici muzeme pro diferencidl prace psat

dWi = Spa (% — 1) dy.

Prace vykonana touto silou slouzi jednak k posunuti sklenice hloubéji a jednak ke stlaceni
vzduchu uvnitt. Stojime ovSem pred otdzkou, podle jaké proménné budeme integrovat? Podle x,
nebo podle y? V predchozich feSenich jsme vidéli, ze vysledek mél kompaktni tvar pro z*,
budeme proto integrovat v proménné x, coz by mélo byt matematicky jednodussi. Néasledné
vyzkousime integrovat i podle y, abychom si ukazali, ze vhodna volba proménné je dilezitd
z hlediska matematické obtiZnosti. Nyni vSak musime vyjadrit dy(z). Z proménnych v rovnici
pro tlaky udélame diferencidly a dostaneme

2
Ppah _PahtaTpg

(dz+dy)pg=-""7de = dy= g

Vidime, ze zména vnitiniho objemu je zapornd, kdyz se posouvame se sklenici hloubéji, coz je
vysledek, ktery bychom ocekévali.
Prace potiebnd k ponofeni celé sklenice pod vodu pak je dand integrilem ze sily Fi

x 2
wi=sp, [ (L) BALE g,
ho\T x2pg

h 2
:Spa/ <p:h _ pah +h1>dx_
o \ZT°Pg  x?pg x
2
= Spa —pa(l—hz>+pa<1—h)+hlnh—h+mo =
2pg x5 pg To To
2
:Spa<pa (1_£) +h1nh—h+$0> .
2pg To To

Kdyz sklenici dale posouvame pod hladinu, vykondme praci

AWz = Fdy =S (p— (ypg +pa)) dy.
7Z rovnosti tlaku ve sklenici a na hladiné vody ve sklenici muzeme pro diferencidl prace psat

dWsy = Szpgdy .



FYKOS ReSeni XXXVIILIIL5

Dosazenim za dy a integraci dostaneme

*

Wngpg/ rzdy =

zo

o ah 2
:Spg/ xpijxpgdx:
. x2pg

x0 xo
:S’/ %dw—i—Spg/ rdz

2 x2
— Spahln@ + Spgu
T* 2

Celkova vykonand préace je souctem Wi + Wy, tedy

h x*? x2 Pa h\?2
Weetk = SpahIn — = Spg—- + { Spg— + Spa (1— —) —h+4z0) ),

2pg

kde celd zavorka je nulova.

2 2
o Pa h)
a 1 -
Sp92 + Sp (2 ( . h—i—mo)

2 2
Lo LopPg
= Spg— + Spa —h+z =
S 2 S (( 2pa ) O)

= Spgmg — hSpa + Spaxo =0,

proto dostavame nas tradicni vysledek

m*Q

2

h
chlk: = Spahln E — Spg

Co by se stalo, kdybychom jako integra¢ni proménnou zvolili y, a ne 7 To naznac¢ime na
vypoctu Wa, ktery by v tomto pripadé byl

d d 2
- a a 4ah
WQZSpg/ xdyzs/ (9P9+p()+\/(z;pg+p) +Apahrg g,
0 0

Integral z prvni zévorky v integrandu je jednoduse roven — (y2pg + Zypa) - S/4. Pro vypocet
odmocniny bychom ovSsem museli volit substituci s hyperbolickym sinem

Ypg + Pa
VAapahpg
dy = 7W cosh¢de,

= sinh¢,
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coz vede na

S
5 / \/(ypg +pa)” + dpahpg dy =
= SZpah/ v/sinh? £ + 1 cosh € d¢ =

= SQpah/cosh2 Ed¢ =

= Spah/(cosh 2 +1)de = S’;h sinh 2¢ + Spahé =
= Spahsinh £ cosh € + Sp.h§ .

Jednotlivé kroky a sezndmeni se s hyperbolickymi funkcemi nechavame ¢tenafi za doméci ikol.
Zpétnym dosazenim ze substituce a uvazenim integracnich mezi dostavame praci Wa jako

S
Wa= 15 ((dpg + Pa) \/(dpg +pa)” + 4palipg — par/p3 + 4pahpg>

., dpg + pa . Da S /o
+Spah (argsmh ——— —argsinh ——— | — — (d"pg + 2dp.) .
VApahpg Vapahpg 4 ( )

Dalsimi tpravami bychom se presvédcili, ze dostaneme stejny vysledek jako v predchozi Casti.

vvvvvv

Reseni bonusu

Poté, co jsme si dukladné rozebrali feSeni zdkladni ¢asti tlohy, je feseni bonusu témér trivialni.
Uvazujme, Ze v puvodni vysce hladiny H udélame ve sténé nadoby otvor. Pfi postupném po-
norovani sklenicky se tak bude voda drzet na konstantni vySce H a situace je tak stejna jako
v predchozi ¢ésti.

Predpokladejme vsak, ze voda, kterd z nadoby vytékd, nepadd nékam dold, ale drzime ji
vSechnu ve vysce H. Jakmile ponorime sklenicku az na dno, tak je toto mnozstvi vody imérné
objemu vzduchu ve sklenici

my = pSx”*.
Abychom vsak skoncili s pozadovanou situaci, je potifeba vodu dostat zpatky do nadoby. Ta je

vvev

_ mygAH pS2a* 2y
~oo2 T 24

Ponofenim samotné sklenice o hmotnosti m jsme jesté ziskali préaci

VI/POn = mgHv
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na dno nadoby tak je
*2 pS2fE*2g 3
2A

mgH .

xT
Wbonus =S (—PQ 2

+ pahIn h*> +
z

Po dosazeni d = H — h do 2™ = (— (dpg + pa) + \/(dpg +pa)® + 4p.hpg)/(2pg) a nasledné do
predchozi rovnice dava

2
S (S
Whonus = o— (* - 1) —((H = h)pg +pa) + \/((H —h) pg + pa)® + 4pahpg
8pg \ A
+ paShln 2pgh —mgH .

— ((H = 1) pg + pa) + V/((H — 1) pg + pa)* + 4pahpg
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