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Uloha IV.5 ... malej Jagr 9 bodi; (chybi statistiky)

Maly Jagr a jeho kamaradi by radi vyrazili hrat hokej. Mrznout vsak zacalo teprve neddvno,
a tak nevi, jestli je led na rybniku dostatecné tlusty. Spoctéte, za jak dlouho dostatecné pro-
mrzne hluboky rybnik, pokud vite, Ze voda m4 na zacdtku teplotu 0 °C, vzduch se udrzZuje na
konstantnich —10 °C a minim&In{ tloustka ledu pro bezpecné brusleni je 10 cm. Hustota vody
ani vznikajictho ledu se s hloubkou neméni. Prestup tepla mezi vzduchem a ledem i vodou
a ledem je mnohem rychlejsi nez vedeni tepla v ledu. Potrebné tepelné vlastnosti ledu si dohle-
dejte. Alesiv kolega Pepa vzpominal na maturitu na Kepleru.

Vime, Ze voda a vzduch si s ledem vyménuji teplo velmi rychle. To pro nds znamen4, Ze teplota
ledu v misté dotyku se vzduchem je po celou dobu konstantni a rovna Ty, = —10°C. Totéz
plati i pro led v kontaktu s vodou, jehoz teplota je Ty, = 0°C. Teplota ledu se tedy v ruznych
mistech méni a ze symetrie je jasné, Zze se méni pouze v zavislosti na hloubce y. Vodorovnou
ploskou ledu o obsahu A potom protéka takovy tepelny tok P, ze plati

p_dr
A dy

kde A = 22W . -m~!.K™! je tepelnid vodivost ledu. Obecné by se nam mohlo stit, ze by
gradient teploty (tj. zména teploty V zavislosti na hloubce) nebyl konstantni. Potom by ndm
do malého objemu Ady napfiklad mohlo vtékat vice tepla nez vytékd (prvni derivace se ve
vztahu pro tepelny vykon méni). Tento nadbyteény vykon by se spotiebovaval na ohtéti ledu,
dokud by se gradient teploty nevyrovnal (pfesné takto funguje rovnice vedeni tepla).

Situace v nasi tloze je néasledujici. Zac¢iname s tenkou vrstvou ledu, na hranicich se udrzuji
konstantni teploty Ty a T\,, uprostred ledové vrstvy se teplota méni — pro zacitek nezndmym
zpusobem. Ledem prochazi tepelny tok, ktery odebird teplo vodé, ¢imz méni jeji skupenstvi
(vrstva ledu se zvétSuje). Tento vykon prochdzi ddle ledovou vrstvou a ¢dst z néj se spotiebuje
na vyrovnavani teplotniho gradientu (jak bylo popséno vyse). Uvédomme si vSak, ze na zménu
skupenstvi vrstvy vody je potfeba mnohem vice tepla nez na malé zmény teploty v ledové
vrstvé. Teplotni gradient se tedy bude vyrovnavat mnohem rychleji, nez bude pribyvat novy
led. Proto budeme dale pro zjednoduseni vypocti predpokladat, ze zavislost teploty ledu na
hloubce y bude pro kazdou tloustku ledu h linedrni. Tedy plati
Ty — Ty, AT

. :Tvz - Y,
no Y Ty

kde jsme oznacili AT = T, — Ty, rozdil mezi teplotou vody a vzduchu.
Nyni pfejdeme k samotnému vypoctu tloustky ledu. Za kratky cas dt odevzdaji voda a led
o prurezu A v dusledku vedeni teplo o velikosti

T(y7 h) = Tvz +

dQ = Pdt = \A %dt.

Cést tohoto tepla se spotifebuje na zménu skupenstvi vody o hmotnosti dm, tedy
d@Q: =1ldm =1pA dh,

kde p = 917 kg-m~? je hustota ledu a I = 334kJ-kg~! je mérné skupenské teplo tani ledu. Zbytek
se preméni na ochlazeni samotného ledu, nebot podle nasich predchozich tvah pro teplotu ledu
v zéavislosti na y musi platit

AT

T(y,h4+dh) =Ty + ——— -4/
(y,h +dh) taran Y
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Derivaci vztahu pro teplotu podle h zjistime, o kolik se musi zménit teplota ledu v hloubce y

oT AT
dT(y) = %dh:—ﬁq/dh.

Plosce ledu o prufezu A a tloustce dy v hloubce y tedy musime odebrat teplo:
AT
dQa(y) = dme|dT(y)| = A pedy—5- -y dh,

kde ¢ = 2,1kJ - kg™' - K™! je mérn4 tepelnd kapacita ledu. Integraci pres celou vrstvu ledu pak
ziskdme celkové teplo, které se odebere ledu za cas dt

AT " 1
dQ2 = Apcﬁ dh/ ydy = §A pcAT dh .
0
Méme tedy, ze za Cas dt se vedenim tepla odebere

dQ = dQ1 +dQs = A p(l—l—%cAT) dh.

Zde vidime vyznam nasich predchozich tvah, ze teplota ledu se vyrovnava rychleji, nez primrza
led, nebot ! je pfiblizné 30krat vétsi, nez ¢len cAT /2. Teplo dQ nyni porovndme s tepelnym
vykonem

dQ = Pdt = /\A% dt

Odtud dostaneme diferencidlni rovnici

Ap (z + %cAT) dh = )\A% at

/hdh:miT/dt
p (I + 3¢AT)

1 AAT

KP4+ C= —— = t-

2 p(I+ 3cAT)

Z pocatecnich podminek zjistime C' = 0. Dosazenim vSech konstant pak pro dobu do zamrznuti
ledu na pottebnou tloustku H = 10 cm mame

p(l+3cAT) 1

t= MAT 2

H?=19,9h = 20h.

Jarda Jagr a jeho kamaradi tedy musi pockat priblizné 20 hodin. Ze zivota vsak vime, ze na
dostatecné zamrznuti rybniku musime ¢ekat obvykle nékolik dni. To je naptiklad proto, ze tep-
lota rybniku neza¢iné na 0 °C, voda v rybniku proudi, tepelnd vyména mezi ledem a vzduchem
nemusi byt tak rychld, jak predpoklddame atd.



FYKOS Reseni XXXVIILIV.5

HIubsi zamysleni nad rovnici vedeni tepla

Rovnice vedeni tepla ik
oT o*T
— =« . (1)
ot 0y?

V predchozim postupu feseni se predpoklddd, ze teplota ve vrstvach ledu se méni v Case
(leva strana rovnice vedeni tepla by byla nenulovd), ale pfitom je zdvislost teploty na hloubce
linedrni, tudiz gradient teploty je konstantni, a tedy by prava strana rovnice vedeni tepla byla
nulova. To vede k paradoxum.

Prirtastky ledu miizeme spocitat z gradientu teploty v misté kontaktu ledu s vodou podle
vztahu

A Tdy
U¢inili jsme predpoklad, Ze teplota se v ledu méni s hloubkou linedrné, tudiz gradient teploty
je ve vsech hloubkéch stejny

P _,dT

AT _ AT
dy = h’
Teplo odebrané vodeé je
AT
dQ = Pdt = )\AT dt.

Cést vody se diky odebrani tepla dQ zméni na vrstvicku ledu o tloustce dh
dQ = ldm = Apl dh.
Spojenim dvou pfedchozich vztahi dostaneme diferencidlni rovnici

hah = 22T 4

jejimz feSenim s okrajovymi podminkami je

H t
/ hdh = AAT dr,
0

rlJo
1 o AAT
—H = ——t
2 pl
t = pl 2
2AAT

t=19,3h = 19h.

Na zékladé uc¢inéného predpokladu o linedrni zméné teploty s hloubkou jsme dvéma rtznymi
postupy dosli ke dvéma ruznym vysledkum. Diky tomu, Ze ¢len ¢AT/2 je mnohem mensi nez
mérné skupenské teplo tani ledu [, se ale Ciselné vysledky vyrazné nelisi. Ve Vasich fesenich
jsme uznavali oba postupy.

Problém s obéma postupy je v tom, ze uz samotny predpoklad o linedrni zméné teploty
s hloubkou neni spravny. Jak jsme ukézali v rovnici (m), v takovém pripadé by nemohlo dochéazet
ke zménam teploty v ¢ase. Misto toho je nutné resit parcidlni diferencialni rovnici vedeni tepla.
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Resgen{ této rovnice viibec nenf trividlni, protoze oblast, ve které hleddme Feseni 0 < y < h, se
s ¢asem zvétSuje h = h(t).
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