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Uloha VL5 ... kmitajici magnety 10 bodi; primér 5,55; fesilo 22 student

Meéjme dva identické dipdlové magnety, které upevnime tak, Ze se mohou bez treni otacet ve
stejné rovine. Jejich osy otaceni jsou tedy rovnobézné a magnety lezi v jedné roviné. Kdyz
magnety mirné vychylime z rovnovazné polohy, zacnou kmitat. Najdéte vlastni médy téchto
kmiti a spocitejte jejich frekvence. Diskutujte, jak bude vypadat pohyb magnetii pro obecnou
pocdtecni vychylku (tento pripad uz tedy nemusite poditat). Magnety maji magneticky mo-
ment m, moment setrvacnosti kolem osy otdceni J a vzajemnd vzddlenost jejich stredu je 7.

Jirka ukradl dlohu z Vyfuku.
N Y
By

Nasim tkolem je vySetfit kmitavy pohyb dvou magneti. Po vychyleni z rovnovazné polohy na
magnety ptusobi moment sily M = m x B, tento moment je navic pro kazdy z magnett zavisly
na jejich vychylkdch z rovnovdzné polohy (jak uvidime déle). Jednd se tedy o tzv. vdzané
kmity, jejichz studium typicky vede na soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic. Tyto rovnice
se daji elegantné resit pomoci maticového zapisu, vlastni médy odpovidaji vlastnim vektoram
matice soustavy a frekvence se daji vypocitat z vlastnich ¢isel. O této metodé feseni pojednévd
naptiklad Seridl 34. ro¢niku o kmitdni a vinéni® Ke skutenému porozumeéni, proc tato metoda
vypoctu funguje jsou vSak zapotiebi pokrocilé znalosti linedrni algebry, proto zde zvolime jiny
postup.

Pred tim, nez se pustime do sestaveni pohybovych rovnic, se pokusime co nejvice vysled-
ki uhadnout pomoci fyzikalni intuice. Spravnost téchto odhadt nakonec samoziejmé ovérime
presnym matematickym vypoctem.

Méjme magnety v rovnovazné poloze, tedy v poloze, kdy lezi na jedné ose orientované tak,
Ze jsou opacné poly magnetu u sebe. Kdyz magnety trochu vychylime, tak vznikne moment
sily, ktery je bude vracet do rovnovazné polohy, v dtsledku ¢ehoz za¢nou kmitat obecné kom-
plikovanym zptsobem. Chceme najit vlastni médy, tedy takové kmity, kdy celd soustava kmitd
synchronné se stejnou frekvenci. Magnety jsou identické, proto muzeme ocekévat, ze pii tako-
vém pohybu budou oba kmitat se stejnou amplitudou. O fazi kmitt toho na prvni pohled moc
nefekneme, proto se nejprve podivame na specidlni pripady, kdy je faze bud stejnd, nebo opac-
nd. V téchto pfipadech je jejich absolutni vychylka (t. j. absolutni hodnota z vychylky) stejna
a momenty sil, kterymi na sebe magnety ptsobi, maji tim paddem stejnou velikost a i zrychleni
je potom stejné. Situace je tedy dokonale symetrickd a pohyb magnett musi byt stejny. Nasli
jsme tedy dva vlastni médy!

Jsou to vsechny médy, nebo existuji jesté néjaké dalsi? Kazdy z magnetd se miize pouze
otacet v jedné roviné, mame tedy jeden stupen volnosti na kazdy magnet. D4 se ukdzat (opét je
to jednoduchy vysledek z linedrni algebry), Ze poc¢et médu je stejny jako pocet stupiii volnosti,
takZe nase magnety maji skute¢né pouze dva médy a jsou to ty, které jsme nalezli pred chvili.
Nalezené vlastni médy magnetti jsou zndzornény na obrazcich [l a

Za pomoci jednoduchych fyzikalnich dvah jsme tedy nalezli kandidaty na vlastni médy,
pojdme je nyni ovérit presnym matematickym vypoctem. Dalsim vystupem téchto vypoctu
bude i nalezeni piislusnych vlastnich frekvenci.

1 attps://fykos.cz/rocnik34/serial/start
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Obr. 1: Prvni vlastni méd — magnety kmitaji synchronné tak, ze vychylky z rovnovaznych
poloh magnetti jsou po celou dobu pohybu stejné.

Obr. 2: Prvni vlastni méd — magnety kmitaji synchronné tak, ze vychylky z rovnovaznych
poloh magnett jsou po celou dobu pohybu opacné.

Ze zadéani vime, ze magnety jsou dipdlové, naptiklad na VVikipediiE najdeme, Ze pro magne-
tickou indukci, vyvolanou magnetickym dipélem umisténym v r = 0, plati v bodé s polohou r

_po (3(m-7) m
B(r) = I <r— r5> ,

rd

kde r = |r| je vzddlenost bodu od magnetu. V nasi tloze jsou magnety v konstantni vzdélenosti r
a jediné, co se méni, je jejich orientace. Oznac¢me 61, 62 vychylky magnett z rovnovazné polohy
stejné, jako na obrazcich Il a P a jako osu x polozme primku, na které lezi stfedy magneti.
V téchto soufadnicich maji magnetické momenty magnetti slozky mi 2 = m (cos61,2,sin 61 2),
polohovy vektor druhého magnetu vzhledem k prvnimu je r1 = (r,0) a v opa¢ném piipadé
méame ro = (—r,0). Pokud tedy prvni magnet vychylime z rovnovazné polohy o tdhel 0:, tak
druhy magnet ,.citi“ magnetickou indukci

2
_ po [ 3mrScosth  mcosOi\ _ pom
Bar = 4n ( 75 ) = o8 OF 01
_ po (3mrcos by msinf1\ _ pom
By = 4n ( rd 0= r3 T 4my3 sin6: .

Podobné pti vychyleni druhého magnetu o 02 je v misté prvniho magnetu indukce

Hom

By = cos 02
2nr3 ’
om .
Bygz—M 351n92.
4nr

2https://cs.wikipedia.org/wiki/Magneticky_dipél
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Na magnet ve vnéjsim magnetickém poli obecné pusobi moment sily M = m x B. Konkrétné
v nasi tloze pro moment sily ptsobici na druhy magnet mame

M; =ms X (Bg1 +By1),

odkud
fom
4mr3

My = —mBg1sin s + mBy; cosfy = — (2 - cos B sinfs + sin b cos b2) ,

a pro moment sily na prvni magnet dostaneme

M, = _ pom (2 cosf2sinf; + sinbs cosby) .
4mr3
Kdyz na téleso s momentem setrvacnosti J ptsobi moment sily M, tak pro thlové zrychlent
plati M = J6. Odtud sestavime pohybové rovnice pro oba magnety, pficemz nas zajimaji

malé kmity. Proto pouzijeme pfiblizné vztahy sinx ~ x a cosx ~ 1. Tak dostaneme soustavu
linedrnich diferencidlnich rovnic

v _ uom )
O = —mpay (2014 02),
. Lom

0y = — - (01 + 202) .
2 4rr3 J (01 + 262)

Tuto soustavu bychom nyni chtéli vyresit. Existuje mnoho zpusobi, napriklad pomoci drive
zminéného maticového zapisu, nebo bychom mohli jednu z rovnic dvakrat zderivovat a pouzit
dosazovaci metodu, ¢imz bychom dostali jednu rovnici ¢tvrtého radu, atd. My pouzijeme trik,
ktery, jak uvidime pozdéji, tizce souvisi s fyzikdlni intuici, kterou jsme ziskali na zacatku.
Vsimnéme si, ze kdyz rovnice seCteme

. . Lom
0 4+ 0y = — - (361 + 36
1+ 62 1oy (301 +302),
a prejdeme k nové proménné £ = 01 + 02, tak diky vlastnostem derivaci dostaneme
y  3uom
&= 4dnr3J &

coz je bézna rovnice pro harmonicky oscildtor. Reseni této rovnice zname, jsou to harmonické
kmity s frekvenci

3pom
= = V3wo .
wi 4nr3J V3w

Podobné, pokud puvodni rovnice ode¢teme a prejdeme k proménné n = 6; — 6, dostaneme

pom
4711"3JT7 ’

_ [ Hom
w2 = dnr3J wo.-

Méme tedy, ze £ = 01 + 02 kmité s frekvenci V3w a n = 01 — 02 kmitad s wo. Jak si to ovsem
predstavit?

’]7':

tedy kmity s frekvenci
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Jedna moznost je vyjit pfimo z rovnic. Obecné Teseni rovnice pro harmonicky oscilator je
déno souctem funkci sin a cos, které kmitaji s pfislusnou frekvenci

£ =01402 = A;sinwit + Az coswit,
n =601 — 02 = B sinwat + Ba coswat,

kde konstanty Ai, Az, B1, Bz jsou ddny pocatecnimi podminkami. Se¢tenim a ode¢tenim téchto
rovnic ziskdme samostatné reseni pro thly 61 a 0.

01 = (A1 sinwit + Az coswit + By sinwat + Ba coswat) /2
Oy = (141 sinwit + As coswit — Bi sinwst — Bs cos UJgt) /2

Zastavme nyni psani matematickych vzorctl a jen se rozhlédnéme po vysledcich. Vidime, ze
pohyb magnett je ddn souctem kmitavych pohybu s frekvencemi w; a we. Tim nds napadne
otdzka: mohlo by se stat, ze magnety budou kmitat naptiklad pouze s frekvenci wi? Z rovnic
vidime, Ze matematicky to odpovidd situaci, kdy je B1 = Bz = 0. Muze tato situace ovSem
viubec nastat?

Zde lze argumentovat vice zpusoby. Jednim z nich je, ze pocatecni podminky odpovidaji
¢tyfem nezévislym pozadavkim na konstanty Aq, Az, Bi a B2 (jsou skutecné ¢tyfi: poc¢atecéni
vychylky obou magnett a jejich pocatecni rychlosti). Tyto podminky ndm daji soustavu ¢tyt
linedrnich rovnic. Pokud nés nyni zajima, jestli mtuze nastat situace B1 = B = 0, staci tuto
podminku dosadit do rovnic a ovérit, jestli existuji pocatecni podminky, které by rovnice resily.
Pokud dosadime By = By = 0 do rovnice pro n = ; — 2 vidime, Ze rovnice je splnéna tehdy,
kdyz je 61 = 02 v prubéhu celého pohybu. To ovSem muizeme zajistit, pokud nastavime 61 (¢t =
=0)=0:(t=0)#0ab(t=0)=6(t=0)=0.

Podobné nalezneme, ze pohyb bude obsahovat pouze frekvenci ws, pokud nastavime 6;(t =
=0) = —602(t = 0) # 0 a nulové pocdteéni thlové rychlosti. Mdme tedy, Ze magnety kmitaji
synchronné s frekvenci ws = wo, pokud je 6 = —02 a naopak pohyb s frekvenci w1 = v/3wo
nastava tehdy, kdyz je 61 = 02. To ale presné odpovida vlastnim médiam, které jsme nasli pred
chvili!

Vidime, ze fyzikalni vahy mohou Casto zjednodusit feseni ndro¢nych rovnic. Misto toho,
abychom rovnice fe$ili zdlouhavymi matematickymi postupy, pouze pomoci fyzikalni intuice
feseni jednoduse uhddneme, a pak jen ovéiime, jestli byl nds odhad spravny. Muzete si sami
vyzkouset, ze kdyz do nasich diferencidlnich rovnic dosadite 6; = 62 a 81 = —62, jsou fese-
nim rovnic skute¢né harmonické kmity s prislusnymi frekvencemi. Pii tomto postupu si pouze
musime dat pozor na to, ze potfebujeme nalézt vsechny nezavislé mody. My jsme jiz argumen-
tovali, Ze nase iloha mé tzv. dva stupné volnosti a rovnice, které ndm vysly, potvrzuji (v tomto
specidlnim pripadé), ze dvé stupntm volnosti skutecné odpovidaji pouze dva mody.

Jak bude vypadat obecné feseni? Z explicitnich rovnic pro 6y a 62 vidime, Ze obsahuji obé
frekvence, tedy obecny pohyb bude tvoren souctem obou médi. Jak moc budou jednotlivé
moédy zastoupeny, pritom zavisi pouze na pocatecnich podminkéch.

To, ze mame obecné feseni dano souctem mdédi, je opét obecny vysledek a souvisi s tim, ze
jsou nase diferencidlni rovnice linedrni. Jinymi slovy, pokud néjaké dvé funkce f(z) a g(z) Fesi
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linedrni diferencidlni rovnici, pak ji fesi i funkce h(z) = af(x) + bg(x), kde a, b jsou libovolné
konstanty (dtikaz tohoto tvrzen{ ponechévdme ¢tenéfi jako jednoduché doméci cviéeni).
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